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Este trabalho discute o tratamento tradicional de interferémetros de Fabry-Perot, analisando a validade das
suposi¢oes implicitas e explicitas frequentemente feitas que levam & interpretacéo errénea de que interferémetros
de Fabry-Perot sdo referéncias absolutas de frequéncia. Discutimos também o tratamento generalizado desses in-
terferometros, evitando as suposi¢ées simplificadoras comuns, com foco na fase adicionada ao campo elétrico pela
reflexdo. Calculamos quantidades importantes, como a amplitude do campo elétrico dentro da cavidade em funcéo
da frequéncia, frequéncias de ressonéncia, faixa espectral livre e finesse. Mostramos que, ao incluir mudancas de
fase na transmissio e na reflexdo, as frequéncias de ressondncia sdo deslocadas, mas a faixa espectral livre da
cavidade e a finesse ndo sdo modificadas.

Palavras-Chave: Interferometros, Fabry-Perot, Padrao de frequéncia.

This work discusses the traditional treatment of Fabry-Perot interferometers, analyzing the validity of the
implicit and explicit assumptions often made, which lead to the misinterpretation that Fabry-Perot interferometers
are absolute frequency references. We further present a generalized treatment, avoiding standard simplifying
assumptions, with particular emphasis on the phase shifts introduced in the electric field upon reflection.
We calculate important quantities, such as the amplitude of the electric field inside the cavity as a function
of frequency, resonance frequencies, free spectral range, and finesse. We show that, by including phase shifts in
transmission and reflection, the resonance frequencies are shifted, but the cavity’s free spectral range and finesse

Generalized treatment of Fabry-Perot interferometers: including phase shifts in reflection and transmission

remain unchanged.
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1. Introducao

Osciladores e ressonadores sao amplamente utilizados
em intimeros contextos. Diapasdes oscilam com um
tom quase puro, servindo como referéncia calibrada
para afinar instrumentos musicais; circuitos elétricos,
tao simples quanto um resistor-indutor-capacitor (RLC)
em série, podem oscilar com uma frequéncia especi-
fica, atenuando fortemente componentes distantes da
ressonancia; péndulos oscilantes, seguidos por cristais de
quartzo excitados eletricamente, serviram como as bases
de tempo mais comuns para relégios por mais de um
século.

Enquanto os ressonadores mecénicos e elétricos sim-
ples mencionados acima exibem uma tnica frequéncia
ressonante, ndo é incomum que sistemas ressonantes pos-
suam varios modos ressonantes, que podem ser excita-
dos individualmente ou coletivamente por um oscilador
externo.
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Ressonadores para campos eletromagnéticos sao de
imensa importéancia, ji que gerar ondas eletromagnéticas
altamente monocromaticas e com frequéncia estabilizada
é uma tarefa essencial em muitos campos cientificos e
aplicagdes tecnoldgicas [1HG]. Por exemplo, lasers sdo
baseados na combinagdo de um meio ativo de ganho com
um ressonador 6ptico [7].

Cavidades Opticas sdao ressonadores para radiacdo
eletromagnética. Em geral, uma cavidade 6ptica é com-
posta por espelhos para (re)ciclar a luz em muitos
percursos ao longo da cavidade. As ondas que circulam
interferem entre si enquanto se propagam repetidamente
ao longo do comprimento da cavidade. As frequéncias
ressonantes sao determinadas pelas ondas que satisfazem
as condigoes de interferéncia construtiva, ou seja, que
tém a mesma fase apds uma ou mais voltas ao longo da
cavidade. Tais condigbes sdo tdo mais restritas quanto
mais vezes a onda eletromagnética circula na cavidade.

O ressonador 6ptico mais simples é o interferémetro
de Fabry-Perot (FP) [8, @], nomeado em homenagem
a Charles Fabry e Alfred Perot, que originalmente
utilizaram o interferémetro para medir comprimentos ou
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diferencas de comprimento com altissima precisdo. Este
interfer6metro é composto por apenas dois espelhos posi-
cionados frente a frente e separados por uma distancia L.
De uma maneira simples, nesse interferémetro, ondas
eletromagnéticas atingem um dos espelhos pela sua face
externa, sendo parcialmente transmitidas e parcialmente
refletidas. A luz transmitida propaga-se até o segundo
espelho onde novamente é parcialmente transmitida e
refletida de volta. A onda passa entdo a se propagar
entre os espelhos para frente e para tras, sendo refletida
multiplas vezes. Todas as ondas que se propagam entre
os espelhos se somam. Essa soma de muitas ondas,
costumeiramente denominada interferéncia, d4 um re-
sultado nulo para a maioria das ondas, de forma que
nessas condi¢oes, ndo hé, efetivamente, energia dentro
do interferdometro. As ondas simplesmente se anulam
mutuamente. Apenas para algumas frequéncias bem
especificas, chamadas frequéncias ressonantes, a soma ¢é
nao-nula, ou seja, a interferéncia é construtiva. Nesses
casos, energia é efetivamente transmitida para a regiao
entre os espelhos e, finalmente, transmitida pelo segundo
espelho.

Devido ao seu principio de funcionamento simples e
configuracdo de baixa complexidade, os interferémetros
de FP desempenham um papel didatico importante em
cursos introdutoérios sobre cavidades 6pticas. Alguns
métodos faceis e de baixo custo para montagem de tais
cavidades foram relatados [4], [T0HI4], muitos dos quais
com fins didaticos.

Os espelhos em uma cavidade de FP podem ser ambos
planos, ambos convexos, ou um de cada tipo. A escolha
das combinacoes de espelhos impoe restrigoes aos modos
transversais da cavidade [I5], que sdo os méximos de
intensidade decorrentes do padrao da interferéncia ao
longo de uma segéo transversal da cavidade. Além disso,
os modos transversais e longitudinais podem ser — e
frequentemente sdo — tratados de forma independente,
e ao longo deste trabalho focaremos apenas nos modos
longitudinais, de forma que apenas a distancia entre os
espelhos é relevante e nao o perfil de sua superficie.

Interferémetros de FP raramente permitem a de-
terminacdo de frequéncias de ressonancia absolutas na
pratica. Em vez disso, a separacdo de frequéncia entre
modos consecutivos, definida como a faixa espectral
livre (FSR), e a largura espectral de tais modos sdo as
principais caracteristicas procuradas ao se trabalhar com
esses ressonadores.

O tratamento padrdo de interferémetros de FP em
trabalhos didéticos [16], livros especializados ou de revi-
sao |17, [18] é feito com uma suposicdo implicita ao calcu-
lar a interferéncia entre feixes de luz dentro da cavidade:
assume-se que a fase adquirida pela luz ao ser refletida
em qualquer um dos espelhos é sempre exatamente a
mesma nos dois espelhos, sendo identicamente zero ou
w. Mas essa simplicidade, apesar de necessaria para o
contexto didatico-educacional, toma tais possibilidades
de valores como absolutos e imutéveis [I9H22], o que esta
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longe de ser o caso mais geral para justificar o tratamento
padrao, uma vez que a fase consequente da reflexdo
depende de alguns outros fatores que discutiremos com
mais detalhes na sec¢ao III.

Atualmente, os espelhos em interferometros de FP
sao fabricados com varias camadas de filmes dielétricos
para ajustar a refletividade em intervalos especificos
de comprimento de onda [23], geralmente visando re-
fletividades muito altas. Dessa forma, nao é razoavel
nem necessario imaginar dois espelhos idénticos, que
imprimam exatamente a mesma fase em um feixe de luz
na reflexdo, e que essa fase possa assumir apenas dois
valores muito especificos.

Nosso objetivo no presente trabalho é desenvolver
explicitamente um tratamento mais generalizado de um
ressonador de FP, com foco especial em eliminar essas
“suposigoes ocultas”, ou seja, permitindo que a reflexao e
a transmissao em cada espelho imprimam uma mudanga
de fase arbitraria na luz que viaja dentro da cavidade
de FP. Esta abordagem é especificamente voltada para
um estudante iniciante de graduacao, aprendendo sobre
ressonadores 6pticos em mais detalhes pela primeira vez
e questionando o que acontece com as fases na reflexio e
transmissao. Para alcangar esse objetivo, primeiro repro-
duzimos o tratamento padrao encontrado em intimeros
livros didaticos, desenvolvendo no leitor uma consciéncia
das “suposicoes ocultas” Tal abordagem nos permite,
mais tarde, eliminar essas suposigcoes e desenvolver um
tratamento mais abrangente.

Nossa abordagem tem um foco pedagodgico mais
importante, almejando permitir que alunos entendam
que nao é possivel, a priori, definir frequéncias abso-
lutas em um interferémetro de Fabry-Perot, a menos
que se compare suas frequéncias de ressonancia com
referéncias absolutas externas, como uma ressonancia
atomica. Essa é, de fato, a principal consequéncia para
aplicacbes experimentais: um interferometro de Fabry-
Perot nunca é referéncia absoluta de frequéncia, mas
pode ser uma excelente referéncia relativa, permitindo
que se tenha uma régua que determina diferencas de
frequéncia com muita precisdo, essencial para experi-
mentos no contexto de espectroscopia de alta precisao
e mesmo sensores Opticos. No entanto, é possivel visar
consequéncias também tecnolégicas, especialmente em
aplicagOes extremas, quando frequéncias muito distantes
precisam ser comparadas, como em pentes de frequéncia
para aplicagoes de metrologia.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma:
primeiro revisamos o tratamento padrao dos interfert-
metros de FP e as definicbes basicas relacionadas,
destacando e justificando as suposi¢des bésicas feitas
ao longo do caminho. Em seguida, desenvolvemos o
tratamento geral, desvinculando as suposigoes restritivas
e permitindo que a fase adquirida pela luz devido a
reflexdo em cada espelho seja independente. Certamente
existem maneiras mais modernas e atraentes de discutir
o problema da cavidade de FP, mas escolhemos seguir
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explicitamente o caminho que a maioria dos livros
didaticos desenvolve, para que o leitor possa acompanhar
o presente manuscrito de forma direta. Finalmente,
analisamos as consequéncias desse tratamento para as
propriedades basicas de um ressonador de FP.

2. Tratamento Padrao e Consideragoes
para Incidéncias Normais

O tratamento de uma cavidade de Fabry-Perot de espe-
lhos planos comeca examinando o problema de reflexdo
e transmissao de ondas em uma tnica interface.

Suponhamos que este sistema tenha coeficientes de
reflexdo e transmissdo em cada lado (A e B) dados por
T4, TB, ta € tp, respectivamente. Esses coeficientes sao
os coeficientes de Fresnel [I8]. Como explicitado a seguir,
tais coeficientes representam a razdo entre o campo
elétrico refletido (transmitido) e o campo elétrico in-
cidente em uma interface e seu médulo quadrado da
origem a refletividade (transmiténcia) da superficie, que
é a quantidade experimentalmente mensuravel. No caso
mais geral, os coeficientes de Fresnel sdo representados
por fungbes complexas da frequéncia da radiagdo. Na
auséncia de absorg¢do na superficie, por exemplo, e com
fontes de radiacdo supostas monocromaticas, que é o
caso tratado aqui, eles se reduzem a constantes reais.
Posteriormente neste trabalho, tratamos brevemente da
dependéncia espectral. O campo elétrico F da radiacgéo
eletromagnética atinge o lado A do sistema &ptico,
sendo parcialmente refletido e parcialmente transmitido.
A porcao refletida desse campo elétrico entdo retorna
com amplitude 74 F/, enquanto a porc¢ao transmitida con-
tinua a propagac¢do na dire¢ao original com amplitude
taFE, como ilustrado na Fig. [Th.

Para encontrar uma relacdo entre os coeficientes de
reflexdo e transmissdo, seguimos a derivagdo desen-
volvida por Stokes [24], fundamentada na conservacao
da energia, conforme garantido pelo teorema de No-
ether [25]. Essa conservacgdo estd associada a simetria
de inversao temporal, da qual decorre o principio da
reversibilidade da luz [26]. Esse principio assegura que as
probabilidades de reflexdo e transmissao permanecem as
mesmas independentemente do sentido de propagacao,
garantindo que nao haja perda ou criagdo espontanea
de energia. A ideia ¢ ilustrada na Fig. [[p. Neste caso

(a) Real (b) Inversao Temporal
A B A B
E t,.E

E t,E — —t
—_— —_
| 5

r,E
r,E

Figura 1: (a) Um sistema O6ptico sem dissipagdo com um
campo elétrico incidente E, que é parcialmente refletido (ra E)
e parcialmente transmitido (taE). (b) Aplicacdo da inversio
temporal ao sistema éptico de (a).
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(a) Inversao temporal:
propagagdo de t,E
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(b) Inversdo temporal:
propagagio de r,E
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(c) Inversao Temporal:
propagagéo de r,E e t,E
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Figura 2: (a) Propagac3o do campo t4 F da Fig. , mostrando
seu campo refletido rpta F e transmitido tpta E. (b) Propaga-
¢cdo do campo raE da Fig. .mostrando seu campo refletido
raraFE e transmitido tara E. (c) llustracdo de todos os campos
das figuras (a) e (b) que é usada no desenvolvimento matema-
tico do texto.

temos dois feixes de entrada, t 4 E (no lado B) e r4 E (no
lado A) e apenas um feixe de luz de saida. Os sistemas
das Fig. [Th e[Ip devem ser equivalentes.

A Fig. 2| detalha a reflexdo e transmissao de cada um
dos feixes de entrada separadamente. Na Fig. 2h o feixe
de luz de entrada t 4 F d4 origem a um feixe transmitido e
um refletido, respectivamente t gt 4 E e rgt o Z. O mesmo
vale na Fig. Pb para o feixe de entrada r4E, que da
origemararaFE, taraFE, feixes de luz refletido e transmi-
tido. As quatro componentes do campo elétrico, tpt4 F,
raralF, taraFE, e rptaF sao ilustradas na Fig. .

Como o problema deve ser inversivel no tempo, da
Fig. 2k, tira-se que:

ttaE +raraE =FE =tgta+rsa>=1. (1)

TBtAE+tATAE:O:>rA:_7=B:TBe:tirr. 2)

Essas relagdes também podem ser derivadas direta-
mente das equagdes de Fresnel [15].

Da equacao vemos que, em qualquer interface,
a fase associada a reflexdo de qualquer um dos lados
deve diferir em 7 entre si. De forma mais geral, se o
deslocamento de fase na reflexdo da interface 1 — 2 for
¢1_52, 0 deslocamento de fase na reflexdo da interface
2 — 1 deve ser ¢2_>1 = ¢)1_>2 + .

Como os espelhos da cavidade sdo considerados su-
perficies tnicas, as condi¢oes de contorno dos campos
eletromagnéticos [7, 23] impoem que nenhuma fase seja
adquirida na transmissao através de uma superficie nao
absorvente, o que significa que t4 e tp sdo puramente
reais e positivos (t4 = |tal, tp = |tp|). Adicionalmente,
a conservacao de energia implica que

ri|* + |t:]° =1, com i = A, B. (3)
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Veja que aqui supomos explicitamente que nao ha
absorcao no sistema, o que alteraria as equagbes acima.
A adicao de efeitos dissipativos é uma possivel extensao
do tratamento dado aqui, mas foge do contexto que
desejamos tratar.

Podemos concluir entdao que, com essas suposicoes,

ta=1tpg. (4)

Consequentemente, a partir da equagao , ra? tam-
bém deve ser puramente real. Assim, neste caso, a fase
na reflexdo [27] deve ser 0 ou . Esta é a origem do
deslocamento de fase que s6 pode assumir dois valores,
dado pela reflexao. Em qualquer caso, o tratamento de
um unico espelho acima ainda nao justifica ambos os
espelhos impondo a mesma fase, uma vez que toda a
analise estd restrita a um tnico espelho.

Agora, voltamos nossa atencdo para revisar o trata-
mento nos livros didaticos do campo dentro da cavidade
e as condigbes para que sua frequéncia corresponda a
uma frequéncia ressonante do Fabry-Perot.

Assumimos um interferémetro de FP como ilustrado
na Fig. B} os espelhos 1 e 2 estdo separados por uma
distdncia L e tém refletividade real 1 e ro em suas
superficies internas e transmissividade real t; e t5 res-
pectivamente, com 77 +t5 = 1 em ambas as diregdes.
A partir da derivacdo anterior, as refletividades em suas
superficies externas, pelo principio de Stokes, sdo —ry
e —To.

A onda incidente F; é parcialmente refletida pelo Es-
pelho 1 e parcialmente transmitida através do espelho
para o interior da cavidade. Ao longo da propagacdo do
espelho 1 para o espelho 2, a onda adquire uma fase de
propagacdo dada por ZT”L, onde A é o comprimento de
onda da luz propagante.

Ao chegar ao espelho 2, a onda é entdo parcial-
mente transmitida, saindo da cavidade, e parcialmente

L
E; J Eo J ___________
r:E;
Mol w
(=] =]
| B 3
PR A =
E £ £
Pow 7]
=T c
P8 g
F =
E. N
Espelho 1 Espelho 2

Figura 3: Representagdo de uma cavidade de Fabry-Perot
tipica: dois espelhos paralelos separados por uma distancia L.
Mostramos o campo incidente F; e os campos refletidos e
transmitidos. Foy, F1 e FE2 representam o campo circulante
imediatamente apds a entrada da luz e apds uma e duas viagens
completas de ida e volta, respectivamente.
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N

refletida, retornando a cavidade. Mais uma vez, ha
uma fase de propagacao ZT’TL acumulada até que seja
parcialmente transmitida e parcialmente refletida de
volta para a cavidade pelo espelho 1, completando uma
viagem de ida e volta.

Se a fase total acumulada apdés uma viagem de ida
e volta for exatamente um multiplo inteiro de 27, a
interferéncia entre os feixes incidentes e reciclados serd
construtiva e uma onda estacionéria serd formada dentro
da cavidade. Esta é a condigao de ressonéncia. Por
outro lado, se a fase apos cada viagem de ida e volta for
diferente de m x 27 (onde m € Z), havera interferéncia
destrutiva, levando a um amortecimento desse modo
longitudinal dentro da cavidade.

Observe que, no tratamento padrdo, as fases que a luz
ganha ao refletir nas superficies internas dos espelhos
da cavidade sdo arbitrariamente consideradas iguais e
ambas zero. Neste caso, o deslocamento de fase apés cada
viagem de ida e volta é apenas devido a fase de
propagacio como:

27 4L
=2x —L=—. 5
GaL X b\ b\ (5)
J& que A¢p = 2mr para ressonéncia, isso implica que:
mA
L=— 6
2, (6)

que é a condicao ressonante bem conhecida para ondas
dentro de uma cavidade e da suporte a afirmacao de
senso comum de que os modos ressonantes sdo aqueles
para os quais “um numero inteiro de meios comprimen-
tos de onda se encaixa dentro da cavidade”.

A partir da equacéo @, pode-se imediatamente deri-

var as frequéncias angulares ressonantes (w = 25).
mme
Wi =~ (7)

onde ¢ é a velocidade da luz. A separagao espectral de
frequéncias consecutivas que sao ressonantes na cavidade
é definida como a faixa espectral livre do Fabry-Perot,
referenciada ao longo deste texto pelo seu acréonimo em
inglés FSR. (de Free Spectral Range).

Wm, Wm—1 C
FSR = — — ———
SR 2w 2w 2L (8)

O FSR define a periodicidade das ressonancias e esta
diretamente ligado a capacidade do interferémetro de
discriminar diferentes frequéncias.

Pode-se desenvolver um tratamento mais quantitativo
calculando o campo circulante dentro da cavidade. O
campo circulante Fny apés N viagens completas de ida
e volta na cavidade é dado por:

Ly = E;ty

E1 = Eitl’/’z’l”l 67i¢2L

EN = Eitl (T1T2€_i¢2L )N,

com ¢oy, =4rL/\ =2wL/ec.

N=0,1,2,..., (9
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0.5 1 15 2 25
w/FSR

Figura 4: llustracdo do comportamento da equacdo ([10)) para
diversos valores da refletividade dos espelhos com r1 =7y =1,
como funcdo da frequéncia do campo elétrico em unidades da
faixa espectral livre, FSR, como definida no texto.

O campo elétrico circulante total E¢- é a soma de todas
as componentes circulantes Fy:

o) o)
EC = Z EN = Eitl Z(T‘l’r'geiwszL)N
N=0 N=0

31
Eo=—E— "
© "1 —ryrge—idaL

Ec t

Ei - 1-— 7‘17’2672'(2(")1‘) ' (10)

A magnitude de ?C estd ilustrada como fungao de w
para diferentes valores de r1 e 2 na Fig. [d

Uma vez obtido o campo circulante no interior da
cavidade, podemos escrever a intensidade Io como o
quadrado da amplitude do campo circulante. Uma vez

que 71, T2, t1 € to sdo puramente reais, obtém-se:

Io(¢or) = |Ec|® = E&Ec
_ B 1,2 (11)
(1 — T1’I“2)2 =+ 4r1r25in2 (¢2L/2).
As ressonéncias na cavidade acontecem quando Io é
méaxima, o que ocorre para sin’(¢ar/2) = 0, logo,

o = 2. (12)
Este resultado corresponde a conclusao obtida através
da argumentacao mais qualitativa apresentada anterior-
mente: a FSR angular, que é a diferenca entre uma fase
total de ida e volta de ressonancias consecutivas, é igual
a 2m.

O campo que calculamos no tratamento acima, FE,
estd dentro da cavidade. Os campos que podem ser
efetivamente sondados sdo os campos refletidos e trans-
mitidos pela cavidade de Fabry-Perot, respectivamente
FEr e Er. Um tratamento similar ao realizado aqui
permite calculéd-los como

—r1 + 7a2e*l¢>2L

Er=FE ,
" 07 = rirge—idar

(13)

titge 021 /2
Br = B¢ (14)

1 —rirge=id2r’
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de onde é possivel obter as respectivas intensidades e
exatamente as mesmas condigoes de frequéncias resso-
nantes.

Para muitas aplicacoes fisicas, é desejado ter picos de
ressonancia facilmente distinguiveis uns dos outros, ou
seja, deseja-se que a distdncia entre picos consecutivos
seja muito maior do que a largura dos picos. Déa-se o
nome de Finesse de uma cavidade a medida de quao
distinguiveis sdo entre si dois picos de frequéncias de
ressonancia consecutivos de uma cavidade, medidos de
forma similar ao mostrado na Fig. [f] como detalhado a
seguir.

A finesse da cavidade, denotada por F, pode ser
entendida como a resolucdo espectral da cavidade de
Fabry-Perot. Pode ser definida como a razao entre a
FSR e a largura total na metade do maximo, denotada
pelo seu acronimo em inglés FWHM, de Full Width at
Half Maximum, das ressonancias internas. A FWHM
angular pode ser calculada como 20¢, onde Ic(P5F +
09) = Io( reS) / 2. Podemos usar qualquer ¢85 deﬁmdo
na equagao , entao, por simplicidade, escolhemos
m = 0. Agora resolvemos a equacao.

Ic(0)
2

Ic(d9) =
_ |Eil* 1,2
© (1 —7y79)2 + dryresin? (0¢/2)
1 B 1,2
o 2 (1 —’1“17“2)27

(15)

de onde obtemos

o P 1-— rre
d¢p = 2arcsin (2 s ) (16)

Se assumirmos r173 & 1 (ambos espelhos possuem alta
reflexividade), podemos fazer a seguinte aproximagfnﬂ
1-— r1ro
0o~ ———— 17
on I (1)

e por fim, a finesse

F_ FSR Angular 27 _ m/T1r2 (18)

26(}5 _%Nl—’rﬂ‘z'

Espelhos de superficie tinica (modelo utilizado nesse
tratamento) tém sua refletividade prevista pelas equa-
¢oes de Fresnel [15], e, portanto, limitada pela diferenca
dos indices de refragdo dos meios que definem a su-
perficie. Para superficies entre vidros tipicos e ar, sob
incidéncia normal a superficie, os valores de rirs estao
em torno de ~ 0,04 e tal cavidade teria uma finesse
muito baixa.

L Por Taylor:

arcsm

o0
™) 1.0
Zarcsm (0) :O+Fx+§$2+0(z3)zz

n=0
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Interferometros de FP do mundo real geralmente
utilizam espelhos dielétricos multicamadas, onde as ca-
madas s@o especificamente projetadas para gerar alta
refletividade em comprimentos de onda escolhidos. Esses
espelhos nao podem ser tratados como elementos de
superficie uinica, pois a relacao de fase entre as ondas in-
cidentes e refletidas pode ser qualquer uma. Além disso,
como tém uma espessura finita e a onda transmitida é
a soma — ou interferéncia — entre miiltiplas reflexées
entre as camadas, as ondas transmitidas também podem
adquirir uma fase arbitraria.

Na préxima secgdo, resolveremos o mesmo problema
que propusemos aqui, com os efeitos incluidos de desloca-
mentos de fase arbitrarios na reflexdo e na transmissao,
e recalcularemos as frequéncias de ressonincia, a FSR e
a finesse neste caso geral.

3. Desvinculando a Mudancga de Fase
Devido as Reflexoes Internas

Como vimos na se¢do anterior, o tratamento padrdo
introduz artificialmente algumas limitagoes ao compor-
tamento da onda eletromagnética quando atinge os
espelhos do interferometro de Fabry-Perot. Aquele trata-
mento, comum de livros de texto impdoe implicitamente
que o deslocamento de fase devido a reflexdao em cada
espelho é o0 mesmo e identicamente zero. Além disso,
os espelhos sdo tratados como elementos de superficie
Unica, implicando que nenhuma fase é adquirida durante
a transmissdo. Naturalmente, estas limitagdes nao sao
erradas, mas apenas um caso muito particular de uma
situacdo muito mais geral que tratamos neste trabalho.

Isto leva a possibilidades muito limitadas.

Nao ha razao fisica para que os deslocamentos de fase
dados a uma onda incidente por dois espelhos comple-
tamente independentes sejam exatamente os mesmos.
Como exercicio, no entanto, vamos assumir que esse
seja 0 caso, ou seja, que as reflexdes internas de fato
nao acrescentam nenhum deslocamento de fase a onda
propagante, mas isso significa que ambas as superficies
reflexivas externas adicionam um deslocamento de fase
A¢ = 7 como consequéncia direta da equagio . Se
simplesmente girarmos um dos espelhos sem qualquer
outra alteragao na cavidade, especialmente em seu com-
primento L, as frequéncias ressonantes ndo serdo mais
aquelas que satisfazem L = mM\/2.

Nesta secao, iremos entdo “desamarrar” os espelhos
e permitir que a reflexdo e a transmissdo em cada
um adicionem uma fase arbitraria a onda dentro da
cavidade. Fazemos isso considerando coeficientes de
refletividade e transmissividade complexos r; e t; e
fazendo r; — |r;| e~ e t; — |t;| €% onde p; e 0; sdo
o deslocamento de fase dado a onda durante a reflexdo e
transmissao no espelho j, respectivamente. Na situacao
mais geral —7 < p;;0; < 7.
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A origem fisica dessas fases reside nas propriedades
especificas da superficie do espelho. O caso mais simples
é uma superficie dielétrica ou metalica com permissivi-
dade elétrica e e permeabilidade magnética 1 dadas, que
governam o comportamento do campo eletromagnético
ao atingir a superficie e, em tultima instancia, a fase
impressa na reflexdo e transmissdo [28]. O caso de maior
interesse geral é a superficie do espelho estar coberta
por uma pilha de camadas de materiais dielétricos. Os
campos refletidos e transmitidos resultantes e as fases
associadas p; e 6; sdo o resultado da interferéncia de
campos elétricos provenientes das multiplas reflexoes em
todas as camadas presentes na superficie [29, B0]. De
fato, uma combinacéo inteligente de materiais dielétricos
permite varias aplicagoes praticas na déptica moderna,
como revestimentos antirreflexo, encontrados em éculos
ou lentes de cameras, revestimentos para um ou poucos
comprimentos de onda especificos com refletividades
e/ou transmiténcias extremamente altas, como em fil-
tros opticos. Os detalhes especificos dessas pilhas de
miultiplas camadas estdo além do escopo do presente
trabalho, e o leitor interessado encontrard discussoes
detalhadas do tépico em varios livros-texto [31} [32]. De
fato, o estudo da propagacdo de ondas em ambientes
multicamadas ainda é um tépico moderno de pesquisa,
tanto na déptica [33] [34], como em vérios outros campos,
como o mapeamento sismico do solo subterraneo [35].

Para generalizar o tratamento de FP, precisamos
primeiro expandir nossa consideracao sobre as relagdes
de amplitude e fase desenvolvidas na Segao [2 por meio
do principio de invaridncia por inversao temporal. Aqui,
consideramos o principio de conservacao de energia, que
é equivalente a invaridncia por inversao temporal, de um
caso ligeiramente diferente, ilustrado na Fig.

Neste caso, dois feixes de luz incidentes com campos
elétricos Fy e Fy estdao entrando em um sistema 6ptico
através de seus lados A e B, respectivamente. Nova-
mente, assume-se que o sistema Optico seja qualquer
sistema que nao absorva energia, de modo que o fluxo

E, t,E.
—_— A B
rAEl rBEz
tBE7 E,
ﬁ

Figura 5: Semelhante a Fig. um sistema 6ptico sem dissi-
pacdo, mas com dois campos elétricos incidentes F e Fs e
respectivos campos transmitidos e refletidos. Em vermelho os
campos refletido (raE1) e transmitido (t4F1) do campo E; e
em azul os campos refletido (rgE-2) e transmitido (tgFE2) do
campo FEjs.
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de energia através de uma superficie fechada contendo o
sistema deve ser zero. Isso é equivalente a dizer que
By * + | Bof?
= raB1 +tpEs” + [taE: + 1pE,
= (raBy +tpE2)*(raEy +tpEy)
+ (taE1 +rBEY)* (taE1 + 7B E2)

T

ou

(Iral + 1tal® = 1) 1BAf + (Irsf + |ts = 1) | Eaf?

+ [(ratp +rita) E1E; + c.c.] = 0.
(20)

onde c.c. é o complexo conjugado dos termos anteriores.
Esta equagao é valida para qualquer E; e Fs, entao

ral? + [ta® = 1, (21)
rsl” + |tsl” =1, (22)
ratp +rpta =0. (23)

As equagoes [21] e 22] sdo declaragoes simples de con-
servagao de energia. Podemos expandir a equacao
escrevendo os coeficientes de refletividade e transmissi-
vidade complexos em termos de seu médulo e fase da
seguinte forma.

rale™ 4 |ts] €577 & ra|*#7 [t4] e = 0

‘TA| |tB| etTi0p—pa) — _ |7"B| |tA| eilpa—04)
) o (24)
= [ [ta] /0040
de onde podemos concluir que
ralltsl = |rs|[tal (25)
e
O +0a=pp+patm, (26)

o que define a relacdo entre as fases das ondas transmi-
tida e refletida.

Das equacoes , e obtém-se que

[ral = Irs| (27)
ltal = [t5] (28)

para qualquer sistema 6ptico ndo absorvente com apenas
dois acessos 6pticos.

Agora que derivamos algumas relagbes importantes
entre a refletividade e a transmissividade dos lados de
um elemento éptico ndo absorvente, podemos prosseguir
calculando os campos elétricos circulantes internos. Con-
sideramos que cada espelho j tem refletividade r;’ =
|rj\e’ipi/ e transmissividade t;/ = |tj|e*i91/ em suas
faces externas, e r; = |rj| e~ e transmissividade ¢; =
It)] e’ em seus lados internos. Da equacao || sabemos
que r;’ = —rj, i.e. pj = p;’ + .
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De forma semelhante ao procedimento usado para
derivar a equagao , podemos calcular Fx para o caso
geral:

Eg = E; - [ti+tirgry + 11 (ror1)? 4. ] - e 71022
o0
. Eit
N ‘ —i¢ n __ Z—l
= Eity Y _(rirge” " %20)" = 1= rire—i920  (29)
n=0
Ei |t1| 671‘91

- 1 _ ‘Tl‘ |fr2| e_i(¢2L+p1+p2) '

Note que o campo elétrico total dentro da cavidade
carrega agora uma fase global 6; devida a transmissao
pelo primeiro espelho. Esta fase global nao se mantém no
célculo da intensidade de luz dentro do interferémetro,
como mostramos a seguir.

A intensidade circulante pode ser calculada, assim
como feito anteriormente, pelo quadrado da intensidade
do campo, como:

Io = ELEc
1%t
— B _ 17t |
(1 — T1T261¢2L>(1 — r1r2@—1¢2L)
_ B |t
L [rf? [raf* = [ru| [ra| [e=#(@2e+ortea) 4 c.c]
Ei? [t

= Tl + a5 GenyD) 0

com Pefr = Par + p1 + pa2.

E evidente que a equacao e a equacao sao
exatamente as mesmas com ¢oy, — Qof-
As ressonincias da cavidade

sin?(¢er) = 0, 0 que resulta em

ocorrem em

beff = G357 + p1 + p2 = 2mm. (31)

Fazendo ¢53 = 2w,, L/c e resolvendo para wiy,, obtemosﬂ
c

wm = o7 [2mm —(p1 + p2)]- (32)

A consequéncia imediata é que ndo ha necessidade de
um “numero inteiro de meios comprimentos de onda”
para se ajustar dentro do comprimento L da cavidade.
De fato, as frequéncias ressonantes dependem da soma
das fases adquiridas pelo campo de luz ao refletir em
cada espelho. A Fig. |§| ilustra a equagao para valores
varidveis de ¢ = p; + p2 e m = 5. A medida que a
fase impressa por reflexdo é alterada, do painel superior
ao inferior, fica claro que a frequéncia da luz ressonante
com o interferbmetro em m = 5 se altera continuamente.
O efeito da mudanga de fase é ilustrado na Figura [6] por
uma seta horizontal e uma linha tracejada vertical que
indicam a o deslocamento de fase em cada painel oriundo
da reflexdo nos espelhos.

2 A mesma condi¢do pode ser obtida avaliando-se os campos
refletido ou transmitido pela cavidade.
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®=0

P~ "~

>~

>~~~
L

@ =-1/3

)

[E/E|

@ =-2n/3

p=

Figura 6: llustracdo da variacdo de uma frequéncia ressonante
(m=5) de um interferémetro de Fabry-Perot a medida que a
fase ¢ = p1 + p2 impressa durante a reflexdo nos espelhos do
ressonador é alterada de zero a m. As linhas pretas verticais
continuas sao a posicdo dos espelhos, distantes L um do outro.
A seta indica o deslocamento de fase da onda (linha pontilhada
vertical) devido a reflex3o.

No entanto, como enfatizamos na introducdo, as
frequéncias de ressonancia absolutas raramente sdo uma
quantidade importante em interferometros de FP. Seria
necessario conseguir controlar L, que geralmente estéa
na ordem de alguns a varios centimetros, até o nivel
de algumas centenas de nandémetros, para determinar
frequéncias absolutas.

Em vez disso, podemos calcular o FSR:

Wm  Wm-1 _ C

FSR = — — = —
SR 2 2w 2L’

(33)

que é idéntico ao resultado obtido sob as suposic¢oes
da sec¢do anterior. O comportamento das frequéncias de
ressonancia e a manutencdo do FSR sao ilustrados na
Fig. [7] como uma fungao da variagdo de ¢ = p1 + p2. Na
Fig. [7] ¢ facil observar as frequéncias de ressonancia do
interfer6metro de FP se movendo com a variacao da fase
mas sua distancia relativa mantida constante.

A finesse também pode ser calculada encontrando d¢
que satisfaz Io (¢L5+0¢) = Io(45F) /2. Da equagdo (1)),
sabemos que ¢.F = 2mm, entdo este problema pode ser
reduzido a

Ei|* ||

2mm +0
(1= [r1| [r2])? + 4]ra] |r] sin? ("”T;‘z’)

2, 2
2 (1 = |r1fre[)?
de onde concluimos que
(L= ri]lre] L —|rif|rs]
d¢ = 2arcsin R~ . (3h)
2y/|r1] |r2] Vil lrs]
Por fim,

_ FSR Angular _ 2n  my/lrafIral g6

F = R ;
20¢ 26 1 —|r|re

que é exatamente igual & equagao (L8]).
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Figura 7: Semelhante a Fig. amplitude do campo interno
de um interferdmetro de FP a medida que a fase ¢ = p1 +
p2 impressa durante a reflexdo nos espelhos do ressonador é
alterada de zero a 7 na mesma faixa da Fig. [f] As frequéncias
de ressonancia wy, se alteram mantendo constante o FSR do
interferdmetro.

Em resumo, o tratamento generalizado mostrado
acima, embora capaz de liberar o tratamento de um
interferometro de FP das amarras usuais estabelecidas
pelos livros didaticos, apenas altera as frequéncias resso-
nantes absolutas, mas nao afeta as principais caracteris-
ticas de uma cavidade de FP: seu FSR e finesse. De fato,
acreditamos que essa é a razao por tras do uso de um
caso muito especial (p; = 0) ao tratar interferémetros de
FP e nao o mais geral, como desenvolvido aqui.

Extensoes naturais do desenvolvimento realizado no
presente trabalho consistem em suprimir outras sim-
plificagoes, explicitas e implicitas, tomadas ao longo
do tratamento de interferometros de FP, a fim de
avaliar como se comportam as propriedades tipicas desse
ressonadores, com o FSR e a Finesse. Por exemplo: todo
tratamento acima foi feito para uma unica frequéncia
w da luz acoplada a cavidade de FP. No entanto,
apesar de ser uma situagdo comum, essa aproximacao
monocromatica nao é a unica situagdo possivel. Luz
advinda de lasers que produzem pulsos ultra-curtos
no tempo sdo compostas, por exemplo, por uma faixa
bastante larga de frequéncias, muitas vezes em um
espectro que, além de incluir as frequéncia de luz visivel,
se expande além do infravermelho e do ultravioleta por
algumas centenas de nanometros. O laser de diodo é um
outro bom exemplo de luz ndo-monocromatica, onde a
frequéncia central do laser é acompanhada de um largo
espectro de emissao espontanea. Nestes casos, é preciso
considerar ndo apenas a refletividade dos espelhos mas
sua dependéncia com a frequéncia w da luz.

Espelhos reais tém refletividades r que nao sdo ape-
nas finitas (como desenvolvido neste manuscrito), mas
também com um perfil de dispersdo, i.e. r = r(w). De
fato, um campo tecnolégico ativo em 6ptica [33] [36], [37]
é desenvolver espelhos com g—L — 0.

Como ilustracdo, para tratar este caso, consideramos
um limite para FSR pequeno, i.e.

or
r(wxFSR) = r(w) + %FSR
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or
m41) — +—F
r(wWmt1) — 1(Wm) = % SR, (37)
onde usamos que
Wm, + FSR = Wm=+1- (38)

Esse limite é bastante razoavel para casos reais uma
vez que a refletividade de espelhos reais é normalmente
ajustada para um comprimento de onda especifico e se
mantém aproximadamente constante numa faixa larga,
de muitas dezenas ou mesmo centenas de nanémetros em
torno do comprimento de onda central [38,[39], enquanto
o FSR estd normalmente restrito a algumas dezenas de
gigahertz. Neste caso estamos considerando que 7;(w) =
|rj(w>| e~ i (W) |r le” ipj(w)

Sabemos que a condigdo de ressonancia é dada por

2w L

—p1— p2 =2mm (39)
implicando em que

Wm =

5L [2m7f + p1(w) + pa(w)] - (40)

A FSR é dada por
FSR =wpn+1 — wm

FSR = ﬁ[ (m + )7 + p1(wm+1) + p2(wWim+1)
= 2mm — p1(wm) — p2(wm)]
%FSR = o 88”1 FS ngSR
PSR- ()

O que nos leva a expressao final que mostra que,
para espelhos reais, com dependéncia espectral de sua
refletividade, o FSR diminui & medida que a dependéncia
espectral das refletividades aumenta.

2L  Op1  Opa] "
R TR (42)

FSR= ow ow

Dessa forma, um aumento na dependéncia espectral das
refletividades fard com que a cavidade de Fabry-Perot
suporte mais modos ressonantes em uma mesma
faixa de frequéncia, resultando em uma separacao
menor entre eles e possivelmente uma mudanga do
fator de qualidade da cavidade. Isso pode ser vantajoso
para certas aplicagoes, como filtros de alta seletividade,
mas também pode dificultar a separacdo de modos
individuais em espectroscopia.

As referéncias [33], 86, [37] sdo alguns exemplos de
caracterizacdo de espelhos de baixissima dispersao, ou
seja g—fj — 0 para utilizagdo em espectroscopia [33] ou em
aplicagdes de pulsos ultracurtos [36] [37] para medidas de
precisdo. Em especial a referéncia [33] compara a disper-
sao de um espelho especial com um espelho convencional
na faixa de comprimento de onda A\ =3 — 5 um. Nessa
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faixa o espelho convencional apresenta uma dispersao es-
timada de ap ~ 0,027 Tad o que resulta em um aumento
do FSR por um fator de cerca de 5,5. J4 a referéncia [30]
mostra uma aplicagdo para laser ultracurtos onde o FSR
diminui de cerca de 140 MHz em relacao ao valor central
de 1 GHz, quando o comprimento de onda da radiacgao
muda de cerca de £40 nm em torno de 800 nm.

E possivel ainda estimar a finesse do interferometro de
FP. Nesse caso, como supusemos % pequeno, a Eq.
ainda é valida, de forma que:

1 —|r1]|ro

Virllra]

FWHM = 25¢ ~ 2. (43)

Logo,

7 FSR Angular
 FWHM

/||| 1)

[+ (2 +22)] 1 - Irlinl

Este é apenas um exemplo de vérias outras simplifica-
¢oes que podem ser removidas do problema tratado aqui,
mas que fogem do escopo do presente trabalho. Pode-se,
por exemplo, considerar que os espelhos tém algum grau
de absorcao da luz, ou que o meio interno ao ressonador
de FP tem indice de refragao diverso do meio externo ou
ainda corregoes de mais ordem as aproximacoes realiza-
das. Naturalmente, cada simplificagdo levantada atende
condigoes especificas e gera consequéncias proprias.

Como pode ser visto na Tabela [I, a escolha do
tratamento impacta significativamente os valores das
frequéncias de ressonancia. J4 a faixa espectral livre
(FSR) e a finesse permanecem os mesmos nos dois
primeiros tratamentos, mas diferem no terceiro devido
a sua dependéncia espectral. Isso mostra como as su-
posicoes feitas no tratamento tradicional, amplamente
utilizado nos livros didaticos, simplificam o problema de
forma consideravel, levando a resultados que podem nao
representar adequadamente a realidade.

Em experimentos reais, esse desvio nas frequéncias
de ressonédncia pode afetar a calibracao de dispositivos
Opticos e a interpretacdo de medi¢oes espectroscépicas,
especialmente em configuragdes que exigem alta precisao
na determinacao dessas frequéncias.

4. Conclusao

Em resumo, reproduzimos o tratamento padrdao em
livros didaticos dos interferometros Fabry-Perot com
um foco especial em enfatizar a auséncia, nesses trata-
mentos, de qualquer mencdo ao deslocamento de fase
generalizado dado pelos espelhos durante a reflexdo.
Em seguida, retiramos essas suposicoes simplificadoras
para mostrar que, como na maioria dos sistemas fisi-
cos, a adicdo de uma fase global nao altera a saida
fisica do sistema. Mostramos que, de fato, quantidades
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Tabela 1: Comparacio entre tratamentos convencional e generalizados: A tabela sumariza os resultados deste trabalho e apresenta
as frequéncias de ressonancia, a faixa espectral livre (FSR) e a finesse para trés abordagens: o tratamento tradicional, a abordagem
com fases de reflexdo arbitrarias e a abordagem em que essas fases sdo dependentes da frequéncia. Essa comparacdo evidencia as

diferencas conceituais e matematicas entre os modelos.

Tratamento Tradicional

Fases de reflexdo arbitrarias

Fases com dependéncia
espectral

Frequéncias de Fixas pelo tamanho da

Ressonancia (wn,) cavidade: wp, = 7€
c
FSR (wm+1 - wm) ﬂ
/Tl
Finesse ﬁ
1= [rif |re]

Funcgdes das fases de reflexdo:
Wm = UJm(Pl» P2)
= gz [2mm — (p1 + p2)]

Fungoes implicitas da
frequéncia:
wm = wm(p1(w), p2(w))
= 7[2m7f+/)1( w) + p2(w)]

c 8p1 602:|
m m/|r1||r2]
1 Jra] [re| [+ (3 +32)Ja-irliral

mensuraveis como FSR ou finesse do ressonador de FP
nao sao afetadas pela adicdo de um deslocamento de
fase de reflexdo arbitrdario. Também mostramos que os
comprimentos de onda que se ajustam na cavidade de
FP mais generalizada ndo sdo mais definidos apenas
pela separagdo dos espelhos (ou seja, L = mTA), mas
sim dependem dos deslocamentos de fase especificos
impostos pelas reflexées internas. Mostramos também
que se a fase arbitraria adicionada pelos espelhos for
dependente da frequéncia da radiagdo eletromagnética,
mesmo que com uma dependéncia pequena, entao nem
mesmo a Finesse e o FSR do interferometro de FP se
mantém constantes. Como discutido ao longo do texto,
ha diversas implicacbes importantes para aplicagoes
tecnoldgicas e cientificas reais.

Esse resultado quebra a interpretacdo comum que
um aluno novato pode adquirir, de que uma cavidade
de FP é um medidor de frequéncia absoluto. De fato,
um interferémetro de FP nao pode ser usado como um
medidor de frequéncia absoluto, mas apenas como um
padrao de frequéncia relativa. Para medir frequéncias
absolutas, deve-se necessariamente compara-lo a uma
referéncia absoluta, como um padrao de espectroscopia
atomica.
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